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Obiectul mecanicii

Mecanica este o stiinta fundamentala a naturii, care descrie si stabileste
conditiile de miscare si de repaus pentru corpurile aflate sub actiunea diferitelor
forte.

Este stiinta naturii care se ocupa cu studiul echilibrului si al miscarii
corpurilor materiale. Acestea pot fi planete, corpuri
macroscopice, molecule sau atomi, ce pot fi modelate drept puncte
materiale, sisteme de puncte materiale sau corpuri rigide.

Prin miscare mecanica deducem cea mai simpla forma de miscare a
materiei si a corpurilor macroscopice. Aceasta miscare impune deplasarea relativa
a corpurilor materiale sau a partilor acestora, in raport cu alt corp.




Notiuni fundamentale

Spatiul

Spatiul este o forma obiectiva de existenta a materiei, care
caracterizeaza dimensiunile si intinderea obiectelor materiale. El exprima
ordinea coexistentei corpurilor, marimea, forma acestora. Proprietatile
spatiului au fost un subiect controversat al invatatilor tuturor timpurilor. Ele
variaza in functie de gradul de dezvoltare al cunostintelor acumulate de
omenire de-a lungul diverselor perioade istorice. El este infinit, tridimensional,
continuu, omogen si izotrop.

Timpul
Timpul este un concept fara de care nu ne putem imagina
desfasurarea niciunei actiuni. Acesta este nelimitat, continuu, omogen si
ireversibil.




Principiile mecanicii clasice

Exista cateva principii ale mecanicii.
1. Principiul inertiei, care afirma ca orice corp isi pastreaza starea de repaus sau de miscare
rectilinie si uniforma, atata timp cat nu intervin alte forte care sa-i modifice aceasta stare;

2. Principiul actiunii fortei: variatia miscarii este proportionala cu forta motoare
imprimata si este dirijata pe linia de actiune a fortei

3. Principiul actiunii si reactiunii: la orice actiune ii corespunde o reactiune de
aceeasi directie, cu acelasi modul, dar de sens contrar;

Reaction




¢ 4. Principiul paralelogramului fortelor: daca asupra unui punct actioneaza doua forte,
efectul lor este acelasi ca si cand asupra punctului ar actiona o singura forta , avand
marimea si sensul diagonalei paralelogramului construit pe cele doua forte ca laturi.
° The object is the box; the external agents
are the two men; and the applied forces are
a push and pull.




o [ _
Marimi fizice si unitati de
masura

O insusire a unei multimi de obiecte de aceeasi natura poate fi o marime fizica, daca
sunt indeplinite urmatoarele trei conditii:

a) exista posibilitatea stabilirii unei relatii de echivalenta intre obiectele care poseda
respectiva insusire si, astfel, aceste obiecte se impart in clase de echivalenta

b) exista posibilitatea stabilirii unei relatii de ordine intre clasele de echivalenta, pentru a putea
face comparatie intre ele

c) exista posibilitatea stabilirii unui criteriu de comparatie (de cate ori o clasa este mai mare
decat alta).
Marimile fizice se impart in:
1. Marimifizice primitive sau fundamentale: metrul, kilogramul, secunda.
2. Marimifizice derivate: m/s, m?, etc.




Legdturi mecanice

Daca mobilitatea unui sistem mecanic este supusa anumitor restrictii, se
foloseste formularea de sistem (punct material, solid rigid) supus la legaturi. De
exemplu, un punct material poate fi obligat sa se miste pe o curba sau pe o suprafat3,
miscarea lui fiind, in acest caz, o miscare constransa sau supusa la legaturi.

Curbele sau suprafetele pe care trebuie sa ramana punctul se numesc
constrangeri. in cazul general, legatura mecanica poate fi definita ca fiind o forma de
interactiune care impune anumite restrictii parametrilor de pozitie ai punctului material
respectiv solidului rigid, uneori si derivatelor, in raport cu timpul, ale acestor parametri.




Fortele de frecare

In cazul sistemelor materiale supuse unor legaturi reale, apar forte de rezistent
care se opun deplasarii sau tendintei de deplasare a sistemului material, in raport cu
corpul de care este legat.

Forta de frecare este, deci, o forta de reactiune, si se dezvolta intr-o legatura,

numai daca exista o forta activa. " FRICTIONAL FORCE. 4 —
. . o ° f
Sliding Friction
For ﬁ .Q: Db_jf-‘l’..'.'l
- l ' —> Sliding Motion < Friction force %lrggr reaction ’
= ; e Friction _ S ”\

rollers




Mecanica este o stiinta fundamentala a naturii, care
descrie si stabileste condifiile de miscare si de repaus pentru
corpurile aflate sub actiunea diferitelor forte. Ea are ca obiect de
studiu forma mecanica a miscarii macroscopice a corpurilor si
cauzele care determina aceasta miscare. Prin miscare mecanica
se intelege cea mai simpla forma de miscare a materiei, a
corpurilor macroscopice, miscare care consta in deplasarea
relativa a corpurilor materiale sau a unor parti ale acestora, in
raport cu un alt corp.



mecanica
solidului
rigid

mecanica
fluidelor

Ramurile

mecanicili

dinamica
gazelor

mecanica
cuantica

mecanica
teoretica sau
rationala

mecanica
gazelor




- Notiuni fundamentale

o Spatiul este o forma obiectiva
de existenta a materiei, care
caracterizeaza dimensiunile

si intinderea obiectelor
materiale. El exprima ordinea
coexistentei corpurilor,
marimea, forma acestora

OBSERVATIE:

In mecanica clasica se
utilizeaza spatiul
euclidian tridimensional

- omogen (are aceleasi proprietati in orice punct)

- izotrop (are aceleasi proprietati in orice directie)



Un moment se determina in raport cu un alt moment, ales ca
origine si se exprima printr-o coordonata scalara, notata cu t.
Spatiul se percepe in legatura cu timpul.

NELIMITAT

CONTINUU OMOGEN
\ /

TIMPUL

/N

IREVERSIBIL UNIVERSAL



D INERTIA

La orice actiune exterioara care cauta sa
schimbe starea de repaus sau de
miscare rectilinie si uniforma corpul se
opune; proprietate numita
inertie.

O masura a inertiei este masa

-

Principiul al ll-lea
(principiul fundamental al mecanicii)

O forta constanta, actionand asupra unui punct
material, Ti imprima acestuia o acceleratie constanta,
proportionala cu forta.

F=ma
Coeficientul de proportionalitate se numeste masa
Unitatea de masura pentru forta in SI este NEWTON

Intr-un mijloc de transport:
la acelerare ne simtim trasi

. F

: . -
Inertie

-

inertie

= —F

tractiune

—Ma

tractiune inapoi, iar la franare ne simtim

Tmpinsi Tnainte.



PRINCIPIUL ACTIUNII SI REACTIUNII

Daca un corp A actioneaza asupra altui corp B
cu o forta, numita actiune,
corpul B reactioneaza asupra corpului A
cu o forta egala in modul si de sens opus,
numita reactiune

—

A B
FAB — _FBA



> Diviziunile mecanicii

e Statica studiaza transformarea sistemelor de forte in
sisteme echivalente si conditiile de echilibru. |' STATICA
e Cinematica se ocupa de miscarea in timp a punctului

material, a sistemelor de puncte materiale si a solidului
rigid, independent de masa, de fortele si momentele CINEMATICA
care actioneaza asupra respectivului model. |7

e Dinamica este diviziunea mecanicii care studiaza
miscarea, {inand seama de fortele si momentele care DINAMICA -
actioneaza asupra modelului, precum si de masa |7

acestuia.




MARIMI FIZICE SI UNITATI DE MASURA

e Marimile fizice se impart in:
+ marimi fizice primitive sau
fundamentale, care sunt acele
marimi Tn functie de care se pot

exprima, prin intermediul unor relatii,
toate celelalte marimi fizice;

+ marimi fizice derivate — celelalte
marimi fizice, care se exprima 1n
functie de marimile primitive, prin
iIntermediul unor formule.

Ecuatia de dimensiuni a marimii date
corespunzatoare

U|=L"M"T"
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Definitie

7 o ac = o ac q g o

*%* Mecanica este o stiinta fundamentala a naturii, care descrie si stabileste
conditiile de miscare si de repaus pentru corpuri aflate sub actiunea diferitelor
forte.

‘0‘ c c P c =2 _ac c c
+* Are ca obiect de studiu forma mecanica a miscarii macroscopice a corpurilor
Si cauzele care determina aceasta miscare.

\/ c c 2= A c c - - c
*%* Prin miscare mecanica se intelege cea mai simpla forma de miscare a
materiei, a corpurilor macroscopice, miscare care consta in deplasarea relativa a
corpurilor materiale sau a unor parti ale acestora, in raport cu un alt corp.



Mecanica
cuantica

Mecanica
solidului
rigid

Mecanica
gazelor

teoria filtratiei, teoria
plasticitatii si elasticitatii

Ramuri ale mecanicli

Mecanica
clasica

Mecanica cereasca

Mecanica

teoria mediilor
continue
deformabile

Mecanica
fluidelor

hidraulica

Dinamica
gazelor

magneto-
hidrodinamica




Notiuni fundamentale

Spatiul este:

X Spatiul este o forma obiectiva de e |n.f|r1|t |
existentd a materiei, care caracterizeaza tridimensional
dimensiunile si ntinderea obiectelor continuu
materiale. El exprima ordinea omogen (are aceleasi proprietat
coexistentei corpurilor, marimea, forma in. orice punct)
acestora. izotrop (are aceleasi proprietati in
orice directie).

2

J
0’0

\/
’0

L)

e

*

/
0’0

’0’ ~ c 4= arc v
+* In mecanica clasica se utilizeaza
spatiul euclidian tridimensional.




Timpul

Defintie : durata si
succesiunea proceselor
realitatii obiective;

s nelimitat ;
s continuu ;
% omogen ;
» ireversibil ;

«» universal ;

' |




® Masa este legata de doua
proprietati importante ale materiel:

gravitatia S inertia  corpurilor | For;e_: se folosggte, c_le multe
materiale ori, mai ales 1in sistemele

tehnice, 1n locul masel.

® Gravitatia este proprietatea
corpurilor materiale de a se atrage Masa este marimea fizicd

reciproc. scalar care masoars
proprietatea materiei de a fi inerta

: . si de a produce un camp
® Inerfia este acea proprietate a gravitational.

corpurilor de a se opune unor
schimbari ale starii lor de miscare sau \ /
de repaus.




Modelele mecanicii teoretice

\/ c c . o -
' Sistemul discret de puncte materiale : un numar finit de
puncte materiale, care interactioneaza mecanic ;

7 0o - .
*+*Blocul rigid (volum material), corp care are toate cele trei
dimensiuni comparabile intre ele ;

\/ Y > 0~

%*Suprafata materiala, o suprafaita geometrica care are
masa distribuita; se prezinta sub forma de placa rigida
sau, daca este flexibila, sub forma de membrana ;

7 : : . nss c A
%*Corpul material continuu reprezinta un domeniu in
spatiu, care confine materie in fiecare punct geometric al
sau ;

¢ Punctul material (particula
materiala) : punct geometric,
caruia i se atribuie masa ;

s Linia materiala, linie geometrica,
avand masa distribuita in lungul ei,
care se prezinta, si ea, sub doua
forme: sub forma de bara, daca
este rigida, si sub forma de fir, daca
este flexibila ;

Coordonatele carteziene ale unui punct material




Diviziunile mecanici

*%* Statica studiaza transformarea sistemelor de forte in sisteme echivalente
si conditiile de echilibru.

N/ . . - . ~ . . .
%* Cinematica_se ocupa de miscarea in timp a punctului material, a
sistemelor de puncte materiale si a solidului rigid, independent de masa, de
forfele si momentele care actioneaza asupra respectivului model.

7 - . - -aiEL . o . S
%* Dinamica este diviziunea mecanicii care studiaza miscarea, tinand
seama de fortele si momentele care actioneaza asupra modelului, precum si
de masa acestuia.




Principiile mecanicii clasice

Principiul inertiei, care afirma ca orice corp isi pastreaza starea de repaus sau de
miscare rectilinie si uniforma, atata timp cat nu intervin alte forte care sa-i modifice aceasta
stare.

Principiul actiunii fortei (legea a doua a lui Newton): variatia miscarii este proportionala
cu forta motoare imprimata si este dirijata pe linia de actiune a fortei { F = m a }.

. Principiul actiunii si reactiunii: la orice actiune 1i corespunde o reactiune de aceeasi
directie, cu acelasi modul, dar de sens contrar.

. Principiul paralelogramului fortelor : daca asupra unui punct actioneaza doua forte,
efectul lor este acelasi ca si cand asupra punctului ar actiona o singura forta , avand
marimea si sensul diagonalei paralelogramului construit pe cele doua forte ca laturi.



Marimi fizice si unitati de masura

7 % A oo c 0n0 00 A -
%* Marimi fizice primitive sau fundamentale, sunt acele marimi in functie de care se
pot exprima, prin intermediul unor relatii, toate celelalte marimi fizice;

7 % a0 oo . & o .9 ro_g 1 @ c
%* Marimi fizice derivate — celelalte marimi fizice, care se exprima in functie de
marimile primitive, prin intermediul unor formule.

% Cele mai utilizate sisteme de unitati de masura in sistemul fizic,\
care are ca marimi primitive lungimea, timpul si masa : CGS (cm g s),

Sl (m s kg).

L =lungimeg;
s Formula care permite calculul unei marimi derivate, in functie M = masa;
de cele fundamentale. T =timpul;

U=fILMT) Se obtine ecuatia de dimensiuni [L] =I"M*°T’

a marimii date corespunzatoare

\_ /




Legile frecarii uscate ale lui Coulomb

\/ 5 . o ; c g -
*%* Cum componenta normala a reactiunii este egala cu greutatea corpului, greutatea platanului si a
greutatilor care se pun pe acesta masoara forta de frecare.Din acest experiment se pot trage urmatoarele

concluzii.

X/

% Marimea fortei de frecare de alunecare
T nu depinde de viteza relativa a corpurilor si
de marimea suprafetei de contact;

X/

¢ T depinde de natura corpurilor

si de starea suprafetei de contact;

% Valoarea maxima a fortei de frecare
de alunecare I... este proportionald cu
modulul reactunii normale N;

N a/: acceleratia ;

m = masa;
m Ff = forta de frecare;
., | F F =forta de tractiune;
i ™ G = greutatea corpului;
L N = forta de reactiune
normal;

alunecare;

u = coefficient de frecare la

~

/

Fomd) (Nee) (P
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1.0biectul mecanicii

® Mecanica este o stiinta fundamentala a naturii,
care descrie si stabileste conditiile de miscare si
de repaus pentru corpurile aflate sub actiunea
diferitelor forte.

® Ea are ca obiect de studiu forma mecanica a
miscarii macroscopice a corpurilor si cauzele
care determina aceasta miscare.




2.Ramurile mecanicii

> - mecanica teoretica sau rationala / clasica
° - mecanica solidului rigid

e - mecanica fluidelor

e - mecanica gazelor

e - hidraulica

> - magneto-hidrodinamica

e - teoria filtratiei, teoria plasticitatii si elasticitatii
2 - dinamica gazelor

* - mecanica cereasca

g - teoria mediilor continue deformabile

. - mecanica cuantica

- mecanica analitica etc.



3.Notiuni fundamentale

Spatiul este o forma obiectiva de existenta a materiei, care caracterizeaza dimensiunile
si intinderea obiectelor materiale. El exprima ordinea coexistentei corpurilor, marimea,
forma acestora. Spatiul este:

- Infinit
- tridimensional

- continuu

- omogen \PELF’E?‘




4.Pricipiile mecanicii clasice

* Tn mod obisnuit, se admit urmatoarele principii ale mecanicii clasice:

® principiul inertiei, care afirma ca orice corp isi pastreaza starea de repaus sau de
miscare rectilinie si uniforma, atata timp cat nu intervin alte forte care sa-i modifice
aceasta stare;

e
SR (Pamant)

N et N

principiul actiunii fortei (legea a doua a lui Newton): variatia miscarii este proportionala
cu forta motoare imprimata si este dirijata pe linia de actiune a fortei

F=ma;



5.Marimi fizice si unitati de masurad

O insusire a unei multimi de obiecte de aceeasi natura poate fi o marime fizica, daca sunt indeplinite urmatoarele trei conditji:

exista posibilitatea stabilirii unei relatii de echivalenta intre obiectele care poseda respectiva insusire si, astfel, aceste obiecte
se impart in clase de echivalenta;

exista posibilitatea stabilirii unei relatii de ordine ntre clasele de echivalenta, pentru a putea face comparatie intre ele;
exista posibilitatea stabilirii unui criteriu de comparatie (de cate ori o clasa este mai mare decat alta).
Marimile fizice se impart n:

marimi fizice primitive sau fundamentale, care sunt acele marimi in functie de care se pot exprima, prin intermediul unor relatii,
toate celelalte marimi fizice;

marimi fizice derivate — celelalte marimi fizice, care se exprima in functie de marimile primitive, prin intermediul unor formule.



® Daca mobilitatea unui sistem mecanic este
supusa anumitor restrictii, se foloseste
formularea de sistem supus la legaturi.

® De exemplu, un punct material poate fi
obligat sa se miste pe o curba sau pe o
suprafata, miscarea lui fiind, in acest caz, o
miscare constransa sau supusa la legaturi.

® Curbele sau suprafetele pe care trebuie sa
ramana punctul se numesc constrangeri.

6.Legaturi mecanice




* In cazul sistemelor materiale supuse
unor legaturi reale, apar forte de
rezistenta care se opun deplasarii sau
tendintei de deplasare a sistemului
material, in raport cu corpul de care
este legat. Acestea sunt forte de
interactiune a suprafetelor corpurilor i
se numesc forte de frecare.

® Forta de frecare este, deci, o forta de
reactiune, si se dezvolta intr-o legatura,
numai daca exista o forta activa.

[ .Fortele de frecare

=y

3Lk ;



Un exemplu de problema in care apare forta de
frecare

F sinec - 4
Un corp de masa m=10Kg, asezat pe un plan ‘s—'" ==Eae I
5 . 1 y
orizontal, este tras de o forta care formeaza un unghi w o
a=30° cu orizontala. Sa se afle aceasta forta, stiind '
ca corpul se misca orizontal cu acceleratia

a=1,34m/s”2 si coeficientul de frecare la alunecare
u=0,27.

fig 1

Conform cu fig. 1 avem:

F+mg+N+Ff=ma

ma care proiectata pe cele doua axe da ecuatiile:
F cosa — Ff=ma:

F sino - N —mg = 0 dar.

Ft=Fc=uN = u(mg — F sina)

de unde:

- )
e mia - g = L0 M.

coS o + @ Sin «




Aici gasiti un exemplu prin care este scosa in
evidenta forta de frecare:

EXPERIMENT:

Trageti o carte pe o suprafata
neteda. Trageti aceeasi carte pe
masa pe care ati pus o fata de
masa din catifea.



DEFINITIE

® Se alege un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz si un sistem de

puncte materiale Pi,i = 1,n , de mase m; si de vectori de pozitie 73, fata de
originea O a sistemului de axe. Pentru un sistem de puncte materiale (Pi) ,

i=1,n, punctul C, cu vectorul de pozitie dat de formula (1) se numeste
centrul de masa (de greutate) al sistemului de puncte materiale (Pi) .

M suma maselor punctelor materiale din

2.




PROPRIETATILE CENTRELOR DE MASA

>Proprieiqiea 1

> Proprietatea 2

> Proprietatea 3

ului se afla 1n

prietatea 4

Daca un sistem de pul etrie sau un centru de simetrie, atunci
centrul de masa al sistemului se aflc el plan, pe acea axa respectiv in acel centru de simetrie.



>Proprietaiea 5

* X

Dacd un sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca provenind dintr-un sistem (S;), din

care a fost eliminat un sistem (S,), si dacd se cunosc masele M; M, si centrele de masa C,, C,

M1FC1_M2FC2
My —M;

~ o Ll e L3 Ll Ll Ll %
ale celor doud sisteme, atunci centrul de masad al sistemului (S) se obtine din : 1 =




MOMENTE STATICE

- > Teoremi

Momentul aport cu un plan este egal cu

produsul dintre masa intrec ta centrului de masi al sistemului fata de
respectivul plan.
<



> Consecinta

> Definitie
0 n' §i
CU O

orema

Momentul static al u - uate in acelasi plan, fata de o
axa din planul sistemulul, este egal cu produsul dintre masa sistemului si ordonata
/ centrului de masa.
<

/



TEOREMELE LUI GULDIN-PAPPUS

> Teorema 1




> Teorema 2




Adgenda:

. 4., Aplicatii

3. Calculul

v,

6. T. Guldin-Pappus



'\ ) D efl N I.',t[.@‘.

* Se alege un sistem ortogonal de axe Oxyz si
un sistem de puncte materiale, de mase mi si
de vectori de pozitie ri, fata de originea

sistemului de axe.

Pentru sistemul de puncte mentionat anterior,
punctul C, cu vectorul de pozitie definit de
formula (1) se numeste centul de masa sau

centrul de greutate al sistemului.

« Deoarece sistemul de puncte cu care lucram
este reprezentat intr-un sistem ortogonal de
axe Oxyz, centrul de masa este definit de trei

coordonate, care se calculeaza cu ajutorul

urmatoarelor formule:

46



P5.
Daca un sistem de puncte S, se compune

P1. din mai multe subsisteme, ale caror mase

Daca punctele sunt M1, M2, ..., iar centrele lor de masa

materiale ale unui sunt C1, C2,..., atunci centul de masa al
sistemului se obtine cu formula:

sistem se afla pe o
dreapta, atunci si
centrul de masa se

afla pe respectiva ,
dreapta.
P2. P4.

Daca sistemul de Centrul de masa al unui sistem de
puncte se afla intr-un puncte materiale se gaseste in
plan, atunci si centrul interiorul oricarei suprafete
de masa al sistemului convexe, care contine in interiorul

sau toate punctele sistemului.

se afla Tn acelasi plan.

P3
Daca un sistem de puncte
materiale are un plan, o axa
sau un centru de simetrie,
atunci centrul de masa se
afla pe acea axa de simetrie. %



Calculul centrelor de masa, se 3
face folosind un rationament ' calCLllul cent
simplu si completand tabelul relor de ma =
Sa:
o

urmator:

v Urmarim sa avem toate dimensiunile
figurii al carei centru de masa trebuie
calculate.

v' Calculam aria figurii. Daca figura este

una complexa, o Tpartim in figure simple,
dupa cum convine si calculam ariile

corespunzatoare. Orientativ, tabelul arata in
v' Aflam coordonatele yi si zi, dupa acelasi =l v S e
principiu mentionat mai sus.
v' Finalizam calculele si trecem rezultatele

n tabel. /

48



4. Aplicatii
" I&ph‘wjf ¥ Calculati centrul de masa al corpului din figura
alaturata, avand forma si dimensiunile

mentionate.

Rezolvare:

30 150 4500 105 75

30 110 3300 55 15

Dupa completarea acestui tabel, aplicam formulele mentionate in

slide-ul 3 si obtinem coordonatele centrului de masa. ref
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Teorema:
Momentul static al unui sistem
de puncte materiale Tn raport

cu un plan este egal cu
produsul dintre masa
intregului sistem si cota
centrului de masa al sistemului
fata de respectivul plan.

Definitie:
Marimea scalara egala
cu suma produselor
dintre masele punctelor
unui sistem plan si
ordonatele lor la 0 axa
din planul sistemului se

59 M@Jﬂ@nt’@ S}L’@ing’—j numeste moment static

In raport cu o axa.

Consecinta:
Din teorema rezulta ca, daca momentul static al
unui sistem de puncte materiale in raport cu un
plan este nul, atunci centrul de masa se gaseste
in acel plan.
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Teorema 1:

Aria suprafetei generate de un arc
de curba plana care se roteste in
jurul unei axe din planul curbei
(arcul fiind situat n intregime de

aceeasli parte a axel) este egala cu

lungimea arcului de curba,
inmultita cu lungimea cercului
descris de centrul de masa al
curbei date, considerata omogena.

Teorema 2:

Volumul corpului generat prin
rotirea unei suprafete plane inchise
in jurul unei axe din planul sau
(suprafata fiind omogena si situata
in intregime de aceeasi parte a
axei), este egal cu produsul dintre
aria acestei suprafete si lungimea
cercului descris de centrul ei de
masa.
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Cuprins

AN S Q¥
1111




Definitie

Centrul de masa:




Proprietati




Calculul

1. Stabilim pozitia sistemul de coordonate

2. Impartim placa in regiuni
7
3. Pentru fiecare regiune aflam X, Y. A
- )
4. Construim tabelul : 3
! X% y. A Asx A~y 1 1
* * * * > 4 4 2
| I . . o 8 [
s — | — [ZA [ TAx |TAy 6
5. Aplicam formulele : v
z A'X ! - -
xc N y

i



Calculul

Semicerc Sector circular

y = Z A.> C yA X _;f_ yA X I'l;ln-u?
frd ¢ n {a)
< 2A s Yoo
A =ar’

>
X

-



Momente statice

. n
Z?:m; X, =M-x, Z m;y; =M -ye




Teoremele lui Guldin - Pappus

Teorema | Guldin-Pappus

-
-

Teorema Il Guldin-Pappus

A

S
e



Exemple

w X | Yol A TAX | Ay,

7 [ s | s 100 | 500 | s00 _ 2A%, pLUA
. , 2(125| 25 | 25 | 3125 | 625 el T Y 5a
311212 7,02 | 19,625 237,885 139,73
3 ¢|167 334 | 25 |-4175 | 835
1 t s |67 167 5 | 835 | 835
4 5 6'3,34'-]'67. 25 | 835 |-4175 X 1280,035 y 121134
\\ 7|5 1212] 3925 | 196,25 | 475,71 il il

8/ 0 | 0 (125, 0 | 0 . Y. =536
I 226,315/ 1280,035|1211,34




Momente de inertie:

Se folosesc la caracterizarea modului de raspandire a substantei intr-un rigid si cu
ajutorul lor se exprima inertia unui corp aflat in miscare de rotatie

Momente de inertie mecanice:

n

Jo=Y m(y sy J, :i“m,(x,.2 +z7) J. = i“m,.(x,2 +y7)
i=1 i=1

- axiale
'jxm‘ :mezfz; ']'L-‘a: = mi‘xiz; Sooe = m;yzz
- planare = =
J = , (x> +y°+ 27
_ polare 0 ;mi(xt Vi +z;)
A J- = ” X Vi Jv-: ” ViZis J-\-: ” X2
_centrifugale 7rZ"W Jem2mras Ja=zme

Observatii:

Momentele de inertie mecanice, planare, axiale si polare sunt marimi
mecanice diferite de zero si totdeauna pozitive. Se pot considera egale cu 0
urmatoarele momente de inertie:

- momente de inertie ale placilor plane subtiri fata de planele lor mediane
- momente de inertie ale barelor subtiri si rectilinii in raport cu axele lor mediane



Proprietatile momentelor de inertie

nu sunt independente

sunt pozitive

Daca punctele materiale se gasesc intr-un plan, atunci momentul de inertie fata de
respectivul plan este nul

Spre deosebire de momentele de inertie, momentele centrifugale pot fi pozitive,
negative sau nule

Proprietatea 1 _
D Jo=1/2 (3, +J,+J,)
Momentul de inertie polar este egal cu semisuma momentelor de inertie

axiale n raport cu un sistem de coordonate carteziene Oxyz, care are originea O
in polul fata de care se calculeaza momentul de inertie polar:

Proprietatea 2 Jo = Jyoz T Jx

Momentul de inertie polar este egal cu suma dintre momentele de inertie in raport

cu un plan s1 0 axda normala la acel plan in polul fatd de care se calculeazd momentul
de inertie polar.

https://www.youtube.com/watch?v= RsUICTPYIM



https://www.youtube.com/watch?v=_RsUIcTPYIM

n
2 2 2
Jﬂ = Zmi (xi + yi + Zi ) = J}'{]Z + ']zr)x + J,my
i=1

Proprietatea 3

Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie in raport cu
planele unui sistem cartezian de axe de coordonate cu originea in polul
considerat.

Proprietatea 4 Jy = Jzox T Ixoy

Momentul de inertie axial este egal cu suma momentelor de inertie in
raport cu doud plane care se intersecteaza rectangular dupa acea axa.

Proprietatea 5 Jy+J,>=1J,

Momentul de inertie axial este egal cu suma momentelor de inertie in raport cu doua

plane care se intersecteaza rectangular dupa acea axa.

https://ro.wikipedia.org/wiki/Fi%C8%99ier:25._ %D0%A0%D0%BE%D1%82%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%B5%
D0%BD_%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%BB.ogv

Experiment cu scaun rotativ, ilustrand momentul de inertie. Cand omul care se roteste isi
apropie bratele, momentul sdu de inertie scade; pentru a conserva momentul cinetic, i

creste viteza unghiulara.


https://ro.wikipedia.org/wiki/Fi%C8%99ier:25._%D0%A0%D0%BE%D1%82%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD_%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%BB.ogv

Raza de inertie

Se numeste raza de inertie (de giratie) distanta fata de un punct a punctului in care, daca s-ar
concentra toata masa sistemului, s-ar obtine acelasi moment de inertie

L
Z m;

i=1

J = M*i2 .unde M = este masa sistemului de puncte materiale
s1 J un moment de inertie mecanic.

Momente de inertie ale sistemelor de puncte
situate intr-un plan

Pentru sistemul de puncte materiale situate intr-un plan,
fata de sistemul de coordonate carteziene Oxy, se pot calcula trei
momente de inertie si un moment centrifugal.

n n n n
_ 2 _ 2 _ ) B
Jo=ymyl s J,=ymxl Ty =y m (x5 +y), T = mxy,

Legate intre ele prin relatia :

Jo=J,+J,



Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele

Teorema axelor paralele: Momentul de inertie in raport cu o axa A, paralela cu axa A0, care
trece prin centrul de masa C al sistemului de puncte materiale, este egal cu

suma dintre momentul de inertie in raport cu axa ce trece prin centrul

de masa si produsul dintre masa M a sistemului cu patratul distantei d

dintre cele doua axe.

Jp = Jpo + Md?

Consecinte

1) Momentul de inertie minim al unui sistem de puncte
materiale S, fata de axele de aceeasi directie, este cel
corespunzator axei care trece prin centrul de masa al
sistemului.

2) Locul geometric al axelor paralele fata de care sistemul
de puncte materiale are acelasi moment de inertie este
suprafata unui cilindru de revolutie a carui axa trece prin
centrul de masa al sistemului.



Directii principale de inertie. Momente principale de inertie

Valorile extreme ale momentelor de inertie se numesc momente principale de inertie, iar axele Al, A2,
A3 corespunzatoare, se numesc axe principale de inertie. Daca O=C, momentele se numesc momente
centrale de inertie. Daca sunt si principale sunt momente centrale principale de inertie.
Acestea au proprietatea ca sunt momente de inertie maxime sau
minime 1n raport cu o axa care trece prin centrul de masa al sistemului de
puncte. Se demonstreaza ca axele principale de inertie sunt perpendiculare
doua cate doud iar momentele centrifugale, in raport cu axele principale
de inertie, sunt nule.

Cazul plan

In cazul sistemelor de puncte materiale situate intr-un plan, raportat
la sistemul cartezian de axe xQy,

2

J, +J J,—J
= Tyl e g2

J1,2 T— T P J3:']0

Axele principale de inertie sunt incluse in planul Oxy si formeaza cu Ox unghiurile notate
cu a1 si 02. Unghiurile a1,02 corespunzatoare axelor principale de inertie, se calculeaza din
formula

Xy

J —-J

y X

tga =



CUPRINS

Definitia momentelor de inertie si tipuri

Proprietatile momentelor de inertie

Raza de inertie (raza de giratie)

Momente de inertie ale sistemelor de puncte situate intr-un plan

Variatia momentelor centrifugale in raport cu axe paralele

I EXEMPLE !l



Definitia momentelor de inertie si tipuri

Se numeste moment de inertie mecanic al sistemului de puncte
Jale Tn raport cu un plan suma produselor dintre masele punctelor
lui s1 patratele

ntelor acestora la plan. Daca planul se
g.0btin momente de inerfie axiale

rmatoarele momente de inertie:

i ] ] '
_ 2, _ 2, _ )
Jxo B Zmizi ) Jyoz B Zmz'xi ) Jzox B Zmiyi
| i=] i=

=




n n n

2 2\, 2 . 2\ 2 2

J, :zmi(yi +2,°); Jy :Zmi(xi +z,7), J, :Zmi(xf +);7)
j':] Izl IZ]

r
2 2 2
Jo =2 m(x” + ¥ +z)
i=1



&

Proprietitile momentelorde
inertie

1) Momentele de inertie nu sunt independente..
i S

2) Momentele de inertie sunt pozitive

3) Daca punctele materiale se gasesc intr-un plan, atunci momentul de
inertie fata de respectivul plan este nul. De asemenea, daca punctele
se gasesc pe o axa, momentul de inertie fata de aceasta axa este nul.

4) Spre deosebire de momentele de inertie, momentele centrifugale
pot fi pozitive, negative sau nule.



Raza de inertie (raza de giratie)

Se numeste raza de inertie (raza de giratie) distanta fatd de un punct (axa sau plan) a punctului in

care, dacd s-ar concentra toatd masa sistemului, s-ar ob{ine acelasi moment de inertie.

-‘é’iﬁj , )Y

M=masa sistemului de puncte materiale

J=moment de inertie mecanic

GIRATIA NAVEI-ELEMENTELE CURBEI DE

GIRATIE






Variatia momentelor centrifugale in raport cu axe paralele

Folosind proprietatile momentelor de inertie, se demonstreaza formula:

Jo, =J,—aMx.—bMy.+abM

X1

unde *c°Yc sunt coordonatele centrului de masa C al sistemului de
puncte.

Xe=Yc=0

Daci O=C, rezulti ci = si relatia dintre cele doua produse de inertie
devine:



EXEMPLE

https://www.youtube.com/watch?v=MboG3SWdh2U&ab channel=MechanicalLEi

https://www.youtube.com/watch?v=uufTbEV-9KA&ab channel=fizichim

https://www.youtube.com/watch?v=XausxW70xrO&ab channel=fizichim

https://www.youtube.com/watch?v=CIcHIJTppbk&ab channel=WinSchool



https://www.youtube.com/watch?v=MboG3SWdh2U&ab_channel=MechanicaLEi
https://www.youtube.com/watch?v=XausxW7Qxr0&ab_channel=fizichim
https://www.youtube.com/watch?v=CIcHIJTpp6k&ab_channel=WinSchool
https://www.youtube.com/watch?v=uufTbEV-9KA&ab_channel=fizichim

1.3.1.1 Momentul unui vector in raport cu un
pol

Fie un vector legat v, cu punctul de aplicatie A. Se numeste vectorul ¥ in raportcu un punct
O, numit pol, produsul vectorial dintre vectorul de pozitie al punctului de aplicatie A al
vectorului si vectorul ¥, adica :

Unde s-a notat cu 7 vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al vectorului fatd de O.

unde a este unghiul dinfre 7 si v.

Proprietati ale momentului unui vector in raport cu un pol
1. unde d este distanta de la pol la suportul vectorului

2. Momentul unui vectorin raport cu un pol este nul daca vectorul este nul sau polul se afla pe
suportul vectorului.

3. Momentul unui vectorin raport cu un pol nu se schimba atunci cand punctul de aplicatie al
vectorului se deplaseaza pe suportul sQu.



1.3.1.2 Momentul unui vector in raport cu o
axa

Se numeste momentul unui vector in raport cu o axa proiectia, pe acea axd, a momentului
vectoruluiin raport cu un punct oarecare de pe axa.

Unde a este unghiul dintre M, (v) si A.

Folosind un sistem cartezian de axe de coordonate, momentul unui vector, in raport cu o axq,
se calculeaza cu formula :

Este versorul axei A, A(x, y, z) v(vy, vy, v,), A fiind punctul de aplicatie al vectorului v.



1.3.1.3 Torsorul unui sistem de vectori
alunecatori

Se considerd un sistem de vectori alunecatori .Fata de un sistem cartezian de axe
de coordonate Oxyz din spatiul euclidian tridimensional, vectorii sistemului se caracterizeaza
prin componentele lor (X;.Y;.Z;).

Se numeste vectorul rezultant al sistemului de vectori S (rezultanta generald), notat cu R(S),
suma vectorilor din sistemul S.

Se numeste vectorul moment rezultant al sistemului de vectori S, in raport cu un punct O, notat
cu M, (S), vectorul egal cu suma momentelor vectorilor sistemului, in raport cu punctul O.



1.3.1.4 Sisteme echivalente de vectorl
alunecatori. Sisteme echivalente de forte

Doud sisteme de vectori alunecatori S si S’, pentru care
O - punct din spatiu, se numesc sisteme echivalente de vectori alunecatori.
Pentru douad sisteme echivalente de vectori alunecatori se foloseste notafia S~S'.
, O punctin spatiu.

Din definifia torsorului unui sistem de vectori, rezulta ca, pentru doud sisteme echivalente de
vectori alunecatori, sunt verificate relatiile

pentru orice punct O din spatiu.



1.3.1.5 Teorema luil Varignon

Momentul vectorului rezultant al unui sistem de vectori concurenti, in raport cu un pol
oarecare O, este egal cu vectorul moment rezultant al sistemului, in raport cu acelasi pol O.

Demonstratie
Fie un sistem de n vectori uq, u,, us, .....u,care sunt concurente in punctul O. Rezultanta este:
R=Y; u;

Momentul fiecarui vector este:
YiMy =X(0 -0 xu

Considerand factorul comun (O-0,) ,

e M})‘i:(O-Ol) X (B u)=(0-0.) xR =M§i




1.3.1.6 Axa centrala a unui sistem de vectori
alunecatori

Locul geometric al punctelor pentru care torsorul de reducere al unui sistem de vectori
alunecatori este minimal (modulul momentului rezultant minim) se numeste axa cenfrala a
sistemului de vectori alunecatori.

Axa centrald a sistemelor de forte este folosita in cazurile de reducere. Fata de un sistem de
axe de coordonate, ecuatiile axei centrale se scriu :

In cazul plan, ecuatia axei central este:



1.3.1.7 Cazurile de reducere a sistemelor de
vectori alunecatori

» Cazul 1: R=0, cazin care sistemul de vectori este echivalent cu Sy: S~S,, adicd S este un
sistem in echilibru.

» Cazul 2: R=0,M, # 0. In aceastd situatie, sistemul este echivalent cu un cuplu de vectori,
vectorii find situati intr-un plan normal pe M,.

» Coazul 3: R # 0,M,=0 cazin care sistemul este echivalent cu un vector unic % = R,aplicat in
O

» Cazul4:R # 0,M, # 0, cazul cel mai general, in care apar douad situatii care conduc la
concluzii diferite.

» Cazul4a:R#0,M, # 0,R-M, =0

sistemul este echivalent cu un sistem format dintr-un vector unic R, situat pe axa centrald .



Aplicatie
9
Sa se reduca sistemul de forte aplicate pe laturile unui cub de latura a, in raport cu punctul O si sa se scrie torsorul de reducere
in punctul O, dacd fortele sunt aplicate cain fig. 2.22 si modulele lor sunt: F, = F, = P F; = F, = P/2.

Solutie

Componentele fortelor din figurd, pe cele trei axe de coordonate, se scriu direct in tabel. Se calculeazd cele patru momente.

Torsorul de reducere in O este :
Invariantul sistemului este nenul, deci sistemul se reduce la o forta pe axa

centrald si la un cuplu de forte.



Momentul unui vector in raport cu un pol, este definit ca produsul vectorial dintre vectorul de pozitie
al punctului de aplicatie A al vectorului si vectorul v.

My(®)=7X1V=0AX7D
Unde: 7 vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al vectorului fatd de O; a este unghiul dintre 7 si v;

Variatia momentului unui vector la schimbarea polului:

Momentul unui vector in raport cu un alt pol O’ este egal cu suma dintre momentul vectorului in raport cu
polul initial O s1 produsul vectorial dintre vectorul de pozitie al polului initial O in raport cu noul pol O’ si
vectorul dat.

— 3
/

My (B) = Mp(B) + 0'0 X & = My(¥) — 00




Momentul unui vector in rapoort cu o axa este definit ca proiectia, pe aceea axa, a momentului in
raport cu un punct oarecare de pe axa.

My (D) = pryMo (D) = |My(@)| - cosa = F x ¥) - i = (7,7, 1)
Unde: a este unghiul dintre M, (%) si 4
Pentru determinarea momentului unui vector v, in raport cu o axa 4, folosim urmatorul sistem cartezian de axe

de coordonate:

cosa cosf cosy
M,(v)=]| x y Z
Uy vy (7




Pentru un sistem de vectori S, ansamblul de vectori (R(S), My (S)), cu R(S) vectorul rezultant al sistemului S, iar M (S)

vectorul moment rezultant al sistemului de vectori in raport cu polul O, se numeste torsorul sistemului S Tn raport cu polul O si se
noteaza cU 7, (S), adica:

70(8) = (R($), Mo (S))
Formula de variatie a vectorului moment rezultant la schimbarea polului:
Mg/ (S) = My (S) + 0'0 X R(S) = My (S) — 007 x R(S)

Consecinte:

1. Vectorul moment rezultant nu se schimba dacd 00’ X R (S) = 0, egalitate care are loc daca R (5) = 0 sau 00’ este coliniar cu
R(S), adica:

00" = 1-R(S)
2. Dacd M, (S) = 0 si R = 0, atunci, pentru orice 0’ € E5, My/(S) = 0.
3. Dacd R(S) = 0, rezultd cd M,y (S) = My (S) , (¥)0' € Es.



Se considera ca operatii elementare, operatiile care transforma un sistem de vectori n altul, echivalent cu
acesta. Urmatoarele operatii sunt operatii elementare de echivalenta:

1) Tnlocuirea unor vectori concurenti, apartinind sistemului dat, cu alti vectori concurenti in acelasi punct si
avand aceeasi rezultanta;

2) alunecarea unui vector al sistemului pe suportul sau;

3) introducerea, pe un suport, a doi vectori egali Tn modul si de sens contrar, respectiv eliminarea de pe un suport
a doi vectori egali Tn modul si de sens contrar.

Din definitia torsorului unui sistem de vectori, rezulta ca, pentru doua sisteme echivalente de vectori
alunecatori, sunt verificate relatiile:

R(S) = R(S")



Momentul vectorului rezultant al unui sistem de vectori concurenti, Tn raport cu un pol oarecare O, este egal
cu vectorul moment rezultant al sistemului, in raport cu acelasi pol O.

In mecanica solidului rigid, teorema lui Varignon sustine ca momentul in raport cu un punct al rezultantei
unui sistem de forte concurente este egal cu suma algebrica a momentelor fortelor componente in raport cu
acelasi punct:




Ecuatiile axe1 centrale a unui sistem de fortta in cazul de reducere:
M, —yZ+2z¥Y M,—zX+xZ M,—xY+yX

)¢ Y Z
Ecuatia axei centrale in cazul plan:
xY —yX =M,
In punctul axei centrale modulul momentului de rezistenta isi atinge minimul:
| M, | = radical din (Mg?+M_?) > |Mg|



Orice sistem se poate reduce la un sist format dintr-un vector resultant aplicat intr-un pct arbitrar O si la un cuplu
al carui moment este egal cu mom rez in O al sist.

S= M(v,f)=M,
Orice sitem se reduce la torsorul sau in O cu cond ca M, sa reprez un cuplu
Cazuri de reducere
1.R#£0
M,=axa centrala ca trece prin O
2.R=0
1)R =0, M, = 0, caz in care sistemul de vectori este echivalent cu Sy: S~S,, adica S este un sistem in echilibru.

2) R=0 ,_)IW)O + 0. In aceasti situatie, sistemul este echivalent cu un cuplu de vectori, vectorii fiind situati intr-un plan
normal pe M,

3)R + 0, My =0, caz in care sistemul este echivalent cu un vector unic v = R, aplicat in O.
4R + 0, M, # 0, cazul cel mai general, Tn care apar doua situatii care conduc la concluzii diferite.



Sa se reduca sistemul de forte aplicate pe laturile unui cub de latura a, in raport cu punctul O si sa se scrie torsorul de reducere in punctul
O, daca fortele sunt aplicate ca in fig. 2.22 si modulele lor sunt: F; = F, = P F; = F, = P/2.

Rezolvare:

Componentele fortelor din figurd, pe cele trei axe de coordonate, se scriu direct in tabel. Se calculeaza cele patru momente.

Mo(ﬁ1)=0
N i ]k
Mo(F;)=|a a o=
0O 0 P
o, T j k
MO(F3)= a 0 O
—-P 0 P
oo T j ok
Mo(Fa)=|o a o|=
P 0 P




Statica
punctulul
material liber

Statica punctului material se ocupa de
determinarea conditiilor in care punctul M
ramane in repaus, adica isi pastreaza
neschimbata pozitia fata de sistemul de axe de
coordonate. Este vorba de asa-numitele
conditii de echilibru



Teorema 1

Conditia necesara si suficienta ca un punct material, aflat sub
actiunea unui sistem de forte, sa fie in echilibru este ca
rezultanta a sistemului de forte sa fie nula.

R=0,

adica

-
=2

4
Sy
[l
o




Asta inseamna ca... ~

= Pozitia unui punct material este determinata de trei
parametri scalari, spre exemplu coordonatele
carteziene X,y,z ale acestuia. Daca nu exista
constrangeri de natura geometrica asupra punctului,
pozitia lui este definita de trei parametri scalari
Independenti si spunem ca punctul material are trei
grade de libertate.



in cazul sistemului de forte in spatiu, fatd de un sistem de axe de coordonate in

raport cu care fortele £ au componentele F,. F,. F., aceastd conditie vectorialad este

echivalenta cu trei conditii scalare,

S F, =0, Y F, =0,
A L D
i=1 i=1




Statica punctului

= Daca punctul material este sul




Conditii necesare si suficiente de
echilibru pentru punctul material supus
la legaturi

= Daca punctul material se reazema pe o suprafata neteda (fara
frecare), conditia necesara si suficienta de echilibru este ca
=== . o o e 4 o
rezultanta fortelor efectiv aplicate punctului sa fie dirijata dupa
== \ .
normala la suprafata in punctul considerat.

I

= Daca punctul se reazerﬁé*pe\o curba neteda; conditia necesara si
suficienta pentru ca punctul sé\rém@é in echilibrupe curba este ca
rezultanta fortelor efectiv aplicate punctului material sa ai

X o A . NN
in planul normal la curba in punctul considerat: \
~ S

\,
\\h I

b
\V4
\VAY,
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Statica punctului material supus la
legaturi cu frecare

 In cazul legaturilor ideale, componenta tangentiala a reactiunii
se neglijeaza. In realitate, legaturile nu sunt ideale. Punctul
material supus la legaturi se reazema pe curbe si suprafete
rugoase (aspre) si nu netede, asa cum se presupune in cazul
legaturilor ideale. In aceste conditii, componenta tangentiala a
fortei de legatura, numita forta de frecare de alunecare, nu mai

poate fi neglijata.




Statica punctului material supus
la legaturi cu frecare

Folosind legile frecarii uscate ale lui Coulomb rezulta ca forta de frecare are
urmatoarele proprietati:

are directia tangenta la curba sau la suprafata;
sensul este invers tendintei de alunecare;

pentru ca punctul material sa ramana in repaus pe suprafata (curba),
modulul fortei de frecare nu trebuie sa depaseasca Tmax din legile lui
Coulomb




Statica punctului
material liber




Conditia ca un punct material, aflat
sub actiunea unui sistem de forte, sG
fie in echilibru este ca rezultanta
sistemului de forte sa fie nulg;

—

R=0

Conditia ca un punct material sa se
afle in echilibru este ca rezultanta
tuturor fortelor sa fie nula.

> F =0
i=1







Statica punctului
material supus la
legaturi fara
frecare

R, =0 provogcd migcarea
R, =0 echilibru







Legaturi prin fire

» In cazulin care punctul material interactioneazd
cuU un alt punct material sau cu un solid rigid prin
intermediul unui fir mereu intins sau prin
intermediul unei bare rigide, apare asa-numita
legaturad prin fir.

» Dacad lungimea firului este constanta, atunci
legatura constrange punctul material sa se
mentind pe o suprafata sferica. 2

» Din acest motiv, in general, aceasta legaturd nu ;
se trateaza separat, find consideratd ca un caz c B
particular al legaturii impuse punctului material ¢
de aramane pe o suprafata.

» Forta de legaturd trebuie sa fie normald la T.—¢
suprafata sterei, deci pe directia hormaleiin ' - -
punct la sferd, care coincide cu directia firului. Fig.5.1 Fir solicitat de o forta distribuita
Aceasta se numeste tensiunea (efortul) din fir




Conditil hecesare si suficiente de
echilibru pentru punctul material

supus la legaturi

In cazul unui punct material aflat sub actiunea unui sistem de forte active de
rezultantd & obligat s& rdmand pe o suprafatd asprd, conditia de echilibru
este ca suportul rezultantei & fortelor efectiv aplicate s& facd cu normala la
suprafata un unghi mai mic sau cel mult egal cu unghiul de frecare.

Pentru ca un punct material, aflat sub actiunea unui sistem de forte efectiv
aplicate, sa se gaseasca in echilibru pe o suprafatd asprd este necesar ca

suportul rezultantei z efectiv aplicate punctului sa se afle in interiorul sau, la

limita, pe suprafata laterald a conului de frecare.






Statica punctului
material supus la
legaturi cu
frecare

Folosind legile frecarii uscate ale lui Coulomb
rezultd ca forta de frecare are urmatoarele
proprietati:

» are directia tangenta la curba sau la
suprafata;

< sensul este invers tendintei de alunecare;

< pentru ca punctul material sad ramanadin
repaus pe suprafata (curbad), modulul fortei de
frecare sa nu depaseascd Tmox.




1.3.4 STATICA SOLIDULUI RIGID SUPUS LA LEGATURI CU FRECARE.

STATICASISTEMELOR DE CORPURI

= 1.3.4.1 Aspectul general al frecarilor in cazul reazemului simplu
= 1.3.4.1.1 Generalitati

= In cazul reazemului simplu, s-a considerat ca solidul rezemat are
contact cu solidul pe care se reazema ntr-un singur punct. In realitate,
contactul nu are loc intr-un singur punct, ci pe 0 suprafatda mica din

jurul punctului teoretic de contact. In fiecare punct al acestei
suprafete, apare 0 reactiune (Ri) , de marime si directie necunoscute.

— —

R=R +R. R=N+T, M,=M,_+M

T=

—

My=M,+M,



1.3.4 STATICA SOLIDULUI RIGID SUPUS LA LEGATURI CU

FRECARE. STATICASISTEMELOR DE CORPURI

Pentru echilibru, conform legilor lui Coulomb, aplicate pentru fiecare forma de frecare in parte, se obtin
conditiile:

f‘ = H‘f_":rl ‘_-HF < | A A7

_--’l-_:ﬂ'_r ‘E 5

Unde H este coeficient de frecare de alunecare, se numeste V' coeficient de frecare de pivotare, de
dimensiunea unei lungimi si s coeficient de frecare de rostogolire, avand, de asemenea, dimensiunea unei
lungimi



REAZEME ARTICULATE

= Articulatia este legatura care obliga un punct al unui solid sa Reazeme articulate
se gaseasca Intr-un punct fix in spatiu. e

= Articulatia poate fi: j@'_ -

m - sferica: sunt anulate solidului rigid 3 grade de libertate lasand A f
posibile numai rotatiile acestuia Tn raport cu axele rectangulare "fr“ ]
ale sistemului (sistem de forte in spatiu);

m - cilindrica: sunt anulate doua din cele trei grade de libertate
ale solidului; singura posibilitatea pe care o are corpul este o
rotatiei 1n jurul unei axe perpendiculare pe planul fortelor
(sistem de forte in plan).




INCASTRAREA

®  |ncastrarea este legatura care suprima unui rigid toate
gradele de libertate. Corpul nu mai are nici o posibilitate
de miscare.




1.3.4.1.2 FRECAREA DE ALUNECARE

= Frecarea de alunecare este importanta la jgheaburi, folosite
pentru transmiterea sau franarea unor miscari, la surubruri
etc.

= Forta de frecare la alunecare nu depinde de aria suprafetei de
contact dintre corpuri, ci doar de natura si gradul de slefuire a
suprafetelor aflate in contact.

= Forta de frecare la alunecare este proportionala cu forta de
apasare normala exercitata pe suprafata de contact.




1.3.4.1.3 FRECAREA DE ROSTOGOLIRE

=  Se considera o roata de raza R, asupra careia actioneaza
fortele F si G prima pe directie orizontala, cealalta verticala.
S-a notat cu Mr cuplul de frecare de rostogolire. Conditiile de
echilibru sunt:

N+G=0
r+F=10
= In practicd, fortele N si T se consideri ca avand punctul de

aplicatie Tn punctul teoretic de contact, iar momentul de frecare de
rostogolire se reprezinta in jurul acestui punct. N




1.3.4.2 STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

m  Daca S este un sistem de puncte materiale sau de corpuri:A,, ...,
A, ,fortele care actioneaza asupra lui S pot fi:

|. - forte exterioare Fi, exercitate de corpuri dinafara sistemului
asupra unui corp din sistem; L — — i ' .
2. -forteinterioare Fu, exercitate de catre celelalte corpuri ale |.“. '[lr

sistemului asupra unui corp din sistem. Notand cu forta cu care
corpul actioneaza asupra corpului , conform principiului actiunii
si reactiunii, se scrie:



1.3.4.2 STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

= . Teorema solidificarii:
> E=0 Z mxF =0
il il

Sistemul de corpuri, pentru care torsorul fortelor interioare este nul, poate fi considerat ca un singur corp
asupra caruia actioneaza fortele exterioare efectiv aplicate sistemului si fortele exterioare de legatura.

=  Teorema echilibrului partilor:

Daca intr-un sistem de puncte materiale sau de corpuri, actionat de un sistem de solicitari (forte si
momente) in echilibru si supus unor legaturi mecanice, se izoleaza un subsistem, acesta este in echilibru
sub actiunea fortelor ce actioneaza asupra lui (forte active si forte de legatura exterioare si interioare,
datorate legaturilor cu restul de subsisteme din sistem).



ASPECTUL GENERAL AL FRECARILOR N
CAZUL REAZEMULUI SIMPLU

1.3.4.1.1 Generalitatj

In cazul reazemului simplu, s-a considerat ca solidul rezemat
are contact cu solidul pe care se reazema intr-un singur punct.
In realitate, contactul nu are loc intr-un singur punct, ci pe o
suprafatd mica din jurul punctului teoretic de contact. In fiecare
punct al acestei suprafete, apare o reactiune ﬁi, de marime si
directie necunoscute. Se reduc sistemele de forte efectiv
aplicate la torsorul (R, My) si reactiunile la (R', M})

- - —

R=R,+R, R =N+T, My=M,+M, My=DM,+M,

Pentru echilibru, se obtin urmatoarele conditii:




Sistemul de forte (ﬁi)lsiSn este echivalent cu doua forte ﬁn, ﬁt si doua cupluri, de momente
M, , M,.

Componenta ﬁn tinde sa deplaseze corpul in directia normalei la suprafata de contact.

Se opune reactiunea normala N.

Forta ﬁt tinde sa deplaseze corpul in planul tangent, deplasare care constituie o alunecare,
impiedicata de rezistenta T, numita forta de frecare de alunecare.

1\71} tinde sa roteasca corpul in jurul normalei, ceea ce se numeste pivotare.

Se opune 1\7fp, numit cuplu de frecare de pivotare. Cuplu de moment Mt tinde sa roteasca corpul n
jurul unei axe din planul tangent, miscare numita rostogolire.

Se opune Mr, cuplu de frecare de rostogolire.
Pentru echilibru, conform legilor lui Coulomb, aplicate pentru fiecare forma de frecare in parte, se
obtin conditiile
7| < u|N|.|My| < v[NL[M,| < s|N]
unde u este coeficient de frecare de alunecare, v se numeste coeficient de frecare de pivotare,
de dimensiunea unei lungimi si s coeficient de frecare de rostogolire, avand, de asemenea,
dimensiunea unei lungimi.



Reazeme simple

oooooooo

Reazeme simple
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_ Reazeme articulate
Reazeme articulate

. — Pin or hinge
Rigid Body

,,,-—{' Beam <

Z% ://///////
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1.3.4.1.2 Frecarea de alunecare

Ca si in cazul punctului material, din teoremele
frecarii uscate ale Ilui Coulomb, conditiilor de
echilibru li se adauga si conditia

7] < ulfi

unde u este coeficient de frecare de alunecare.
Complicatia apare din faptul ca rigidul este
rezemat, in general, in mai multe puncte, deci
se scriu mai multe relatii de forma

|T;| < u|N]

si nu se stie exact tendinfa de alunecare.
Frecarea de alunecare este importanta Ila
jgheaburi, folosite pentru transmiterea sau
franarea unor miscari, la surubruri etc.

Sliding Friction Example

Direction
of motion
—>

Applied
force (F,)

Sliding
friction (F,)




1.3.4.1.3 Frecarea de rostogolire

Se considera o roata de raza R, asupra careia actioneaza fortele F Si £ prima pe directie orizontala,
cealalta verticala. S-a notat cu 1\71} cuplul de frecare de rostogolire. Conditiile de echilibru sunt
N+G=0
T+F=0
Cuplul (ﬁ, 7) provoaca rostogolirea sau o tendinta de rostogolire a rotii, iar cuplul (67, IV), de moment

M, = sN, se opune rostogolirii sau tendintei de rostogolire. De aceea, pentru echilibru, conditiilor de
mai sus, li se adauga si conditia

[M, | < s|N|
unde s este coeficientul de frecare de rostogolire introdus prin

relatiiile si are dimensiunea unei lungimi.




Se considera ca suprafata pe care se rostogoleste roata este deformabila, ceea ce se intampla in
realitate. Faptul ca punctul de aplicatie al fortei N nu poate fi punctul teoretic de contact A, rezulta
din calculele de mai jos. Momentul fortei F in raport cu punctul A se scrie

M,=-FR=0
de unde rezulta ca F = 0, ceea ce nu se intampla in realitate, pentru ca asupra corpului poate
actiona o forta orizontala, care sa nu depaseasca o anumita limita. Cum exista deformatii, apare
cuplul de moment M,=N.e. Conditiile de echilibru devinF—T=0,N-G =0, M,—- FR =0, de unde se

obtine N = G , F=%,T=%.
R R

Din cele stabilite mai sus rezulta ca, in cazul echilibrului rotii pe
cale, cand apar 1\71} Si T, trebuie s& se tina cont de ambele conditji

: IT| <u-IN|, IM]<s-|N]|

In general, la rostogolirea rotii pe cale, apar patru cazuri:

a) |[T|<u-IN|, IM.| <s-]|N| cazin care corpul se afla in repaus;
b) |T| <u-IN|, |M.|>s-|N|, cand corpul se rostogoleste fara s
alunece (rostogolire pura);

c) |T|>u-IN|, IM.|<s-|N| pentru corpul care aluneci fars
rostogolire (alunecare pura);

d) |T| > p-IN|, |M.|>s-|N|, corpul alunecs si se rostogoleste;




1.3.4.2 Statica sistemelor de corpuri
Daca S este un sistem de puncte materiale sau de corpuri: A,, ..., A,, fortele care actioneaza asupra
lui S pot fi:

- forte exterioare F;, exercitate de corpuri dinafara sistemului asupra unui corp din sistem,;

« forte interioare, exercitate de catre celelalte corpuri ale sistemului asupra unui corp din sistem.
Notand cu F;; forta cu care corpul A; actioneaza asupra corpului 4;, conform principiului actiunii si
reactiunii, se scrie



TEOREME

Teorema solidificarii

« Sistemul de corpuri, pentru care torsorul fortelor
interioare este nul, poate fi considerat ca un
singur corp asupra caruia actioneaza fortele
exterioare efectiv aplicate sistemului si fortele
exterioare de legatura.

n

$e0

i=1

Teorema echilibrului partilor

» Daca intr-un sistem de puncte materiale sau de
corpuri, actionat de un sistem de solicitari (forte si
momente) in echilibru si supus unor legaturi
mecanice, se izoleaza un subsistem, acesta este
in echilibru sub actiunea fortelor ce actioneaza
asupra lui (forte active si forte de legatura
exterioare si interioare, datorate legaturilor cu
restul de subsisteme din sistem).

* Principiul echilibrului partilor revine la a folosi
faptul ca toate corpurile din sistem sunt in
echilibru.



Notiuni introductive

Cinematica punctului material studiaza miscarea mecanicad a punctelor materiale, far
tine cont de masele si fortele ce actioneaza asupra lor.

Miscarea punctelor materiale se raporteaza la un reper de care se considera fixat un anumit T
sistem de referinta. N

Reperul (sistemul de referinta) poate fi fix sau mobil.

In raport cu reperul fix, miscarea punctului material se numeste miscare absoluts, iar in‘raport
cu reperul mobil, migcarea se numeste miscare relativa.




Punctul Material

Un punct material reprezinta un
corp ale carui dimensiuni pot fi
neglijate.

Punctul material in miscare este
denumit mobil, 1ar totalitatea
punctelor succesive prin care trece
mobilul Tn decursul miscarii sale
formeaza traiectoria acestuia.




Cinematica

Cinematica este 0 ramura a mecanicii clasice ce se ocupa cu studiul miscar
obiectelor fara a lua in consideratie cauza ce duce la aceasta miscare.
Cinematica nu trebuie confundata cu altd ramura a mecanicii
clasice, dinamica (care studiaza relatia intre miscarea obiectelor si cauza care
determina). T

Posibilitatea acestel neglijari depinde de conditiile concrete ale diferitor
probleme studiate. Astfel, planetele pot fi considerate puncte materiale cand se
studiaza miscarea lor in jurul Soareluli.



https://ro.wikipedia.org/wiki/Mecanic%C4%83_clasic%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Dinamic%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Planet%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Soare

Exemplu

poate fi studiata fara a lua in considerare rotatia Pamantului in Jurul axei
avand in vedere dimensiunile corpurilor in comparatie cu distanta dintre
acestea pot fi reprezentate ca doua puncte.




Traiectoria punctului

Se numeste traiectoria punctului in R multimea punctelor din R prin care
trece succesiv punctul Tn miscare.

Traiectoria este locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de punct in
migcare. Intre traiectorie si curba pe care se deplaseaza punctul nu exista
Intotdeauna o identitate.

Spre exemplu, pe un cerc, un punct poate parcurge numai un arc sau poate
parcurge de mai multe ori cercul.




Viteza si acceleratia liniara a punctului

Miscarea unui punct material in care modulul vitezei este constant se numeste miscare ¢ .
uniforma.

Se numeste acceleratia liniara a punctului P marimea vectoriala definita prin derivata vitezei
Tn raport cu timpul:

Ea.caracterizeaza variatia vitezei intr-un interval de timp elementar.




Viteza areolara si acceleratia areolara

Se numeste viteza medie areolara marimea definita prin:

Marimea vectoriala egala cu derivata vitezei areolare in raport cu timpul se numeste
acceleratie areolara.

Acceleratia areolara se noteaza cu si caracterizeaza variatia vitezei areolare in raport
cu timpul.




Componentele vitezei
si acceleratiei in
coordonate naturale

Cele doua proiectii se numesc: acceleratie
tangentiala, de-a lungul tangentei la traiectorie, notata si
cu B .iar B de-alungul normalei principale,
acceleratie normala, notata si cu B .




Componentele vitezei si acceleratiei in coordonatele
carteziene




Componentele vitezei si acceleratiei in coordonate
polare




Observatii

1) Acceleratia unui punct este continuta in planul osculator al traiectorjei
respectivul punct.

2) Daca, intr-un interval de timp, acceleratia tangentiala este nula, in reLpectl
interval de timp modulul vitezei este constant, deci miscarea este uniforma.

-

3) Dacéa acceleratia tangentiala si viteza au acelasi sens, rezultd ca viteza creste
n valoare absoluta si, 1n acest caz, miscarea se numeste miscare accelerata, iar
daca au sensuri diferite migcarea se numeste incetinita.

4) Daca acceleratia tangentiala este constanta, miscarea se numeste uniform
variata. In condifile observatiei 2, migscarea este uniform accelerata daca
acceleratia tangentiala si viteza au acelasi sens si uniform incetinita daca au

sensuri contrare.

5) “‘Acceleratia normala este intotdeauna centripeta, pentru ca patratul vitezei si
raza de curbura sunt numere pozitive.




Observatii

6) Daca acceleratia normala este nula si v nenul (deci are loc, efectiv, o
miscare), rezulta ca raza de curbura trebuie sa fie infinita, deci traiectoria.este
rectilinie sau punctul se gaseste intr-un punct de inflexiune al traiectoriel

7) Singura miscare in care acceleratia este nula este miscarea rectilinie si 7/\‘
uniforma, pentru ca din rezulta EREEWE] deci derivata vitezei este nula,
de unde concluzia ca modulul vitezei este constant, iar S duce la

. g ; i i —=0
concluzia ca traiectoria este rectilinie. R

c

8) Acceleratia tangentiala se datoreste variatiei scalarului vitezel, iar cea
normala variatiei directiei vitezeil.




1. Notiuni introductive

2. Viteza liniara a punctului

3. Acceleratia liniara a punctului

4. Viteza areolara.Acceleratia areolara
5. Concluzii

6. Bibliografie




* Cinematica punctului studiaza miscarea mecanica a punctelor materiale,
fara a se tine cont de masele si fortele ce actioneaza asupra lor.

* Ecuatiile de miscare:

Miscarea punctului care se raporteaza la un
sistem de referinta considerat fix este numita
miscare absoluta a punctului, iar miscarea fata de
un sistem de referinta mobil se numeste miscare
relativa a punctului.
A cunoaste miscarea unui punct in raport cu un
sistem de axe de coordonate inseamna a
cunoaste, in orice moment, pozitia acestuia fata
de sistemul de referinti ales. . :

T =T1(t)




Se numeste vector-viteza, sau, pe scurt viteza a punctului P marimea vectoriala
definita prin derivata vectorului de pozitie al punctului Tn raport cu timpul, adica:

_dar

V=—=7

dt

Miscarea unui punct material in care modulul vitezei este constant se numesgte
miscare uniforma.




Se numeste acceleratia liniara a punctului P marimea vectoriala definita prin derivata
vitezei in raport cu timpul:

av
dt

=

Ea caracterizeaza variatia vitezei intr-un interval de timp elementar.




Se numeste viteza medie areolara marimea definita prin:

Q —&A:lfxﬁ

"TAr 2 AF

Daca » —ose obtine viteza areolara instantanee marime orientala a ariei elementare maturate de
vectorul de pozitiei raportata la timpul elementar in care aceasta a fost parcursa.

Marimea vectoriala egala cu derivatia vitezei areolare in raport cu timpul se numeste acceleratie
areolara.Acceleratia areolara se noteaza I' cu si caracterizeaza variatia vitezei areolare in raport cu

timpul.




1) Acceleratia unui punct este continuta in planul osculator al traiectoriei in respectivul punct.

2) Daca, intr-un interval de timp, acceleratia tangentiala este nula, in respectivul interval de
timp modulul vitezei este constant, deci miscarea este uniforma.

3) Daca acceleratia tangentiala si viteza au acelasi sens, rezulta ca viteza creste in valoare
absoluta si, In acest caz, miscarea se numeste , lar daca au sensuri
diferite se numeste




=

Generalitati

Pentru studiul miscarii unui solid rigid,
se considera sistemul fix O;x,y,2,,
notatcu R(O,i,j.k) . undei j &k
sunt versorii axelor fixe si un sistem
Oxyz, notat cu R(O,i,},k) , sistem
mobil, solidar legat cu solidul rigid.
Fata de R, punctul P al solidului rigid
are coordonatele x, y, z, care raman
constante in timpul migcarii rigidului,
pentru ca acesta este solidar legat de
solid. Fata de R, punctul P are
coordonatele x,, y, z,, coodonate
variabile.




Viteza si acceleratia unghiulara. Formulele lui Poisson

Pentru calculul vitezei unui punct al solidului, este necesar sa se calculeze derivatele versorilor
axelor de coordonate mobile in raport cu timpul.

Proiectiile derivatelor versorilor pe axele de coordonate:

i (i, j,ik) J(;FILJ‘{] E(E;E;":E)
0, = f’( ==k Vector viteza
o =ki= i b= -i+o -j+o.-k unghiulara

PO Instantanee
@.=11)==J1 sau viteza de
rotatie

Instantanee a
rigidului



Teorema lui Euler pentru distributia de viteze

* Pentru determinarea vitezei (3)
unui punct P al solidului, in
raport cu reperul fix , se
deriveaza ambii membri ai
relatiei in raport cu timpul,
adica

V=1 =1 4T




s —

Distributia de acceleratii in miscarea solidului rigid

Pentru determinarea acceleratiei unui punct oarecare P al solidului rigid, se deriveaza, in raport cu timpul, membru cu membru relatia

data de teorema lui Euler pentru viteze. Se obtine de unde rezulta az8enctebze
acceleratia originii sistemului mobil s €+ oxT +ox(wxr) 8, =V, £=0

Se noteaza acceleratia©eginii sistemului mobil si cu E=0

Se obtine expresia teoremei lui Euler pentru distributia acceleratiilor intr-un solid rigid d=8,+&xT +@x(@xF)

Se demonstreaza ca, in cazul general, poate exista un punct care are acceleratia nula . Daca exista, acest punct se numeste polul
acceleratiilor. Acesta nu este un punct fix al solidului, ci se misca odata cu acesta.



Miscari particulare ale solidului rigid
Miscarea de translatie

Un solid rigid efectueaza o miscare de translatie daca o dreapta oarecare a rigidului ramane, in tot
timpul miscarii, paralela cu ea insasi.

Traiectoriile pe care le descriu punctele solidului pot fi curbe oarecare @ =0 ©,=0 ©,=0, echivalent cu ©=0
Pentru orice punct al solidului, au loc relatiile V=V, a=4
Solidul rigid Tn miscare de translatie are trei grade de libertate.

Deci, toate punctele unui solid rigid, aflat in miscare de translatie, au aceeasi viteza si aceeasi
acceleratie.



.

Miscarea de rotatie

Un solid rigid se afla in migcare de rotatie daca cel doua puncte distincte ale
sale raman fixe in spatiu in tot timpul miscarii.

Daca O si O/ sunt punctele fixe, atunci orice  Me00' ramane fix, deci OO/
este 0 axa fixa si se numeste axa de rotatie. Din acest motiv, migcarea de rotatie
se numeste si miscarea solidului cu o axa fixa. (x0x)=0

Miscarea este perfect determinata daca se cunoaste marimea acestui unghi ca
functie de timp: 6=0(t

joagiaal o=0-k=0-k

si vectorul acceleratie unghiulara de
E=t=i-k=0k=gk

Se face observatia ca alegerea axei Oz a sistemului mobil ca fiind aceeasi cu
axa de rotatie a corpului a fost facuta doar pentru usurinta calculelor.

In miscarea de rotatie a unui solid rigid in jurul unei axe fixe, in orice moment,
toate punctele solidului au aceeasi viteza unghiulara si aceeasi acceleratie

unghiulara. 7,=0, 4=0, d=ok F=ek

In miscarea de rotatie, un punct are viteza nuld dacé si numai daca apartine
axei de rotatie.

Vitezele sunt continute n plane normale pe axa de rotatie Oz.

Punctele situate pe dreapte paralele cu axa de rotatie au aceeasi viteza.




/Proprieté;i ale distributiei de acceleratii in migscarea de
rotatie

/

In miscarea de rotatie, singurele puncte care au acceleratia nuld sunt cele care apartin axei
de rotatje.

Acceleratiile sunt continute in plane normale pe axa de rotatie, pentru ca a,=0
Punctele situate pe o dreapta paralela la axa de rotatie au acceeasi accelaratie (a, , a, nu
depind de z).

Pe o dreapta A care intalneste axa de rotatie sub un unghi drept, vectorul acceleratie
variaza liniar, modulul vectorului fiind proportional cu distanta de la punct la axa de rotatie,
lar directia face un unghi constant cu A.



\/”

" — TFormularea problemelor generale ale dinamicii
punctului material

Problemele generale ale dinamicii punctului material liber se
Tmpart in:

0 problema directa, cand se cunosc fortele care actioneaza
asupra punctului material si se cere sa se studieze miscarea
acestuia;

O problema inversa, cand se cunoaste miscarea si se cere
forta care determina aceasta miscare.



Ecuatiile diferentiale de miscare a punctului material

Ecuatiile de migscare se obtindin  F=m 3

(ecuatia fundamentala a dinamicii punctului material)

PERER0.t)

Forte existente

1) forta de interactiune gravitationala (forta atractiei universale), descoperita in 1687 de catre Galilei, care se refera la interactiunea a doua mase. Astfel,
pentru doua puncte materiale, de mase m si M, situate in punctele M, siM,, expresia fortei de interactiune dintre cele doud puncte este

= mM — mM —
F=—f—3M1M2 =—f7p

MM,

cu f constanta atractiei universal.

2) forta centrala, data de expresia

F =—kF



—-§-\‘§:::\_#ﬂ/;§7//////%%/’

/Ecua;iile diferentiale de miscare a punctului material in diferite sisteme de coordonate

Ecuatia fundamentala a dinamicii, in coordonate
e T By
im(r@+2r6)=F.(r,0,2,f,0,1,t)
mz=F,(r.0,z, r,0,2,t)

In coordonate naturale: ms =F_(s,$,1)

12

m> —FE(ss1)
yo,

= F,(s,s,1)



QO Impulsul punctului material sau cantitatea de miscare = marimea vectorialad care caracterizeaza miscarea mecanica a unui punct in ce priveste capacitatea
ei de a se transmite unui sistem matep%ﬁﬁmffﬂﬁdgmaﬁ]aeaai]:é dﬁﬁmﬁﬁi@ﬁepmjmﬁﬂjmﬂer@ﬁm masa si viteza punctului material,.

H=m-vV

0 Momentul cinetic al unui punct material fatd de un punct = (pol) momentul impulsului punctului material fata de respectivul pol.

—

KO:FxI:szxm-V

Se numeste lucrul mecanic elementar al fortei Fprodusul scalar dintre forta £ si deplasarea elementaradra vectorului de pozitie al punctului material

SL=F.df OSL=(Fyv,+Fyv, +Fyv,) dt

0 Lucrul mecanic (total) al fortei se calculeaza dupa formula Lag =

lf-dr:jAB(Fx-dH F, -dy + F,dz)

AB

O Functia scalara de coordonatele unui punct, al carei gradient este egal cu forta care actioneaza asupra acestui punct, se numeste functie de forta.

Ly =] F.dr=U,-U,

Q Prin definitie, energia potentiala este lucrul mecanic dezvoltat de forfa conservativa prin revenirea punctului la pozitia initialdV = —L,z =-U(X,Y,2)

Suma dintre energia cinetica si energia potentialad a punctului material se numeste energie mecanica. E,, = E +V



punctului material

Teorema impulsului

Derivata in raport cu timpul a impulsului unui punct material este egalé cu rezultanta Fa fortelor care actioneaza asupra acestui punct dd_H e =
t

Teorema momentului cinetic
Derivata Tn raport cu timpul a momentului cinetic al unui punct material, calculat fatd de un pol O, este egald cu momentul rezultantei F

al fortelor care actioneaza asupra punctului material, moment calculat in raport cu acelasi pol 0.  dK, £

=X
e : : Zoaodll :
Teorema energiel clnetice S1a lucrului mecanic

Variatia energiei cinetice a unui punct material este egala cu lucrul mecanic elementar al rezultantei F a fortelor care actioneaza asupra punctului material dE = L= F.dr

Teorema energiei mecanice

Intr-un sistem inertial, variatia energiei mecanice a unui punct material intre doud momente este egald cu suma lucrurilor mecanice ale fortelor neconservative aplicate
punctului material intre cele doua momente.

Teoreme de conservare

Daca momentul fortei rezultante F in raport cu o axa este nul, atunci momentul cinetic Tn raport cu aceasté axa se conserva, respectiv proiectia punctului pe un plan

normal pe axa are, in acest plan, o migcare cu viteza areolara constantd. E, =E+V =C unde E,, este energia mecanicé a punctului material.



Formularea problemelor generale ale dinamicii
punctului material

Problemele generale ale dinamicii punctului material liber se

Tmpart in:

O problema directa, cand se cunosc fortele care actioneaza
asupra punctului material gi se cere sa se studieze migcarea
acestuia;

O problema inversa, cand se cunoaste miscarea si se cere
forta care determina aceasta miscare.




Ecuatiile diferentiale de miscare a punctului material

Ecuatiile de miscare se obtindin  F=m 3

(ecuatia fundamentala a dinamicii punctului material)

F=F(ru.1)

Forte existente

1) forta de interactiune gravitationala (forta atractiei universale), descoperita in 1687 de catre Galilei, care se refera la interactiunea a doua mase. Astfel,
pentru doua puncte materiale, de mase m si M, situate in punctele M, siM, expresia fortei de interactiune dintre cele doua puncte este

= mM  —— mM —
F:_fWMlMZ =—f?p

172

cu f constanta atractiei universal.

2) forta centrala, data de expresia

F=—ki




Ecuatiile diferentiale de miscare a punctului material in diferite sisteme de
coordonate

Ecuatia fundamentala a dinamicii, in coordonate
clindriee: (i —r6?) = F, (r,0,2,7,6,2,t)

m(ré +2¢0) = F (r,0,2,1,6,2,1)
mz=F,(r.0,z, r,0,1,t)

.

In coordonate naturale: ms§ =F_(s,$,1)

12

m> = F (s,5,1)
o,

J\

0= F,(s,s,1)




Notiuni fundamentale ale dinamicii punctului material

O Impulsul punctului material sau cantitatea de miscare = marimea vectoriala care caracterizeaza migcarea mecanica a unui pu
ei de a se transmite unui sistem material tot sub forma de migcare mecanica, marime care se exprima prin produsul dintre masa si vi

—

H=m-V

O Momentul cinetic al unui punct material fatd de un punct = (pol) momentul impulsului punctului material fata de respectivul pol.

—

Ko=FxH=rxm-¥

Se numeste lucrul mecanic elementar al fortei Fprodusul scalar dintre forfa F si deplasarea elementaradra vectorului de pozitie al punctului

SL=F.dF oL=(Fyv,+Fyv,+Fy,) dt

Q Luerul mecanic (total) al fortei se calculeaza dupé formula Lyg = [ F-dF = [ _(F,-dx+F, -dy+F,dz)

Q Functia scalara de coordonatele unui punct, al carei gradient este egal cu forta care actioneaza asupra acestui punct, se numeste functie de forta.
Ly =[ F-dr=Uy-U,

Q Prin definitie, energia potentiald este lucrul mecanic dezvoltat de forta conservativa prin revenirea punctului la pozitia initialadV =—L,; =-U
Suma dintre energia cinetica si energia potentiala a punctului material se numeste energie mecanica. £, = E+V




Teoremele generale ale dimamicii
punctului material

Teorema impulsului

Derivata in raport cu timpul a impulsului unui punct material este egala cu rezultanta Fa fortelor care actioneaza asupra acestui punct

Teorema momentului cinetic
Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic al unui punct material, calculat fatd de un pol O, este egala cu momentul rezultantei F

al fortelor care actioneaza asupra punctului material, moment calculat in raport cu acelasi pol O. dK, E

=rx
. . . . . . dt .
Teorema energiel cilnetice S1a lucrului mecanic

Variatia energiei cinetice a unui punct material este egala cu lucrul mecanic elementar al rezultantei F a fortelor care actioneaza asupra punctului mate

Teorema energiei mecanice

Intr-un sistem inertial, variatia energiei mecanice a unui punct material intre doud momente este egald cu suma lucrurilor mecanice ale fortelor neconser
punctului material intre cele doua momente.

Teoreme de conservare

Daca momentul fortei rezultante F in raport cu o axa este nul, atunci momentul cinetic in raport cu aceastd axa se conserva, respectiv proiectia pu

normal pe axa are, in acest plan, o migcare cu viteza areolara constanta. E, =E+V =C unde E, este energia mecanica a punctului material
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1.5.1.1 Formularea
problemelor
generale ale
dinamicii
punctului material

Problemele generale ale dinamicii
punctului material liber se impart in:

problema directa, cand se cunosc
fortele care actioneaza asupra punctului

material si se cere sa se studieze miscarea
acestuia;

problema inversa, cind se cunoaste

miscarea si se cere forta care determina
aceasta miscare.




1.5.1.2 Ecuatiile si fortele de miscare a punctului
material

* Ecuatiile de miscare se obtin din urmatoarea formula, numita si ecuatia fundamentala a
dinamicii punctului material.

F=ma
 Fortele de miscare
Cateva exemple de astfel de forte sunt:

1. Forta de interactiune gravitationala (forta atractiei universale), descoperita in 1687 de catre
Galilei, care se refera la interactiunea a doua mase.
, mM mM -

F= MM, = f=
/ MM, e




1.5.1.2 Ecuatiile si fortele de miscare a

punctului material

2. Forta centrald, data de expresia: F = —j7

F= —f[*.-‘j|:—_:|

3. Forta de rezistenta a aerului:

4. Forta reactiva care actioneaza asupra unei rachete din momentul lansarii pana se
termina arderea combustibilului:

F=a- [t




1.5.1.3 Notiuni fundamentale ale dinamicii
punctului material

Marimea vectoriala care caracterizeaza miscarea mecanica a unui punct in ce priveste capacitatea ei de a
se transmite unui sistem material tot sub forma de miscare mecanica, marime care se exprima prin produsul
dintre masa si viteza punctului material, se numeste impulsul punctului material sau cantitatea de miscare .

Se numeste momentul cinetic al unui punct material fata de un punct (pol) momentul impulsului punctului

material fata de respectivul pol.

Se numeste lucrul mecanic elementar al fortei produsul scalar dintre forta si deplasarea elementara a
vectorului de pozitie al punctului material.




1.5.1.4 Teoremele generale ale
dinamicii punctului material

Teorema impulsului - Derivata in
raport cu timpul a impulsului unui
punct material este egala cu
rezultanta a fortelor care actioneaza
asupra acestui punct.

Teorema momentului cinetic -
Derivata in raport cu timpul a
momentului cinetic al unui punct
material, calculat fata de un pol O,
este egala cu momentul
rezultantei al fortelor care actioneaza
asupra punctului material, moment
calculat in raport cu acelasi pol O.

Teorema energiei cinetice si a
lucrului mecanic - Variatia energiei
cinetice a unui punct material este
egala cu lucrul mecanic elementar al
rezultantei a fortelor care actioneaza
asupra punctului material.

Teorema energiei mecanice - intr-
un sistem inertial, variatia energiei
mecanice a unui punct material intre
doua momente este egala cu suma
lucrurilor mecanice ale fortelor
neconservative aplicate punctului
material intre cele doua momente.




1.5.1.4
Teoremele

generale

ale dinamicii
punctului
material

Teoreme de conservare - Daca rezultanta a fortelor
care actioneaza asupra punctului material este nul3,
impulsul unui punct material se conserva.

Daca momentul fortei rezultante n raport cu o axa este
nul, atunci momentul cinetic in raport cu aceasta axa se
conserva, respectiv proiectia punctului pe un plan
normal pe axa are, in acest plan, o miscare cu viteza
areolara constanta.

unde E, este energia mecanica a punctului

material. E —E+V=C
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1. Notiuni fundamentale ale dinamicii sistemelor
de puncte si a solidului rigid. Definitii

caracteristicile inertiale ale

SOI |d UI r|g | d este o rigidului, care pun 1n evidenta
g o 145 influenta fenomenului de inertie a
1dea11?are fOlOSlta P entru substantei in desfasurarea
descrierea comportarii proceselor mecanice

mecanice a corpurilor
pentru care deformarea este
neglijabila. Modelul
solidului rigid nu se aplica
in mecanica relativista. ;
si

COmportamentU I d | Nam I C transforma starea de miscare, sau, in
e e e 1A . anumite conditii de a-si pastra
al unui rigid in miscare este
condifionat de trei categorii
de marimi mecanice,
denumite caracteristici

mecanice.

starea de miscare;

corpuri din

mediul inconjurator, evidentiind
influenta acestor interactiuni asupra

evolutiei starii de miscare a rigidului.




Dinamica studiaza miscarea corpurilor rigide sub actiunea fortelor
exterioare aplicate acestora. Problema fundamentala a dinamicii este de a
determina legile de miscare ale unui corp pe baza cunoasterii fortelor care
actioneaza asupra acestuia.

Corpul rigid este un element important in tehnica si semnifica un corp
material in forma fixa, compus din particule elementare pentru care distanta
dintre oricare doua puncte ale sale nu se modifica in timp si1 in spatiu.

Translatiile pot fi:

=) rectilinii: miscarea unui piston in interiorul unui cilindru, miscarea cabinei
unui ascensor, miscarea sertarului unei mese;

= circulare: miscarea scaunului unui scranciob, miscarea bilei de cuplare a
doua rot1 cu axe fixa

=) alte tipuri de translatii: translatia cicloidald — la biela de cuplare a rotilor
unei locomotive etc.




1.1 Calculul impulsului

Fiind dat un sistem de puncte materiale S=(M;) , de mase m; si viteze , se
numeste impulsul sistemului S suma impulsurilor punctelor sistemului, adica

f (s):ﬁmy

-

Il

=
=

Impulsul unui sistem de puncte materiale este egal cu impulsul unui punct
material, avand masa egala cu masa intregului sistem, situata in centrul de masa
al sistemului.



1.2 Calcultul momentului cinetic

1) Pentru miscarea de translatie
Un corp solid rigid efectueaza o miscare de translatie daca punctele ce apartin
corpului se misca pe traiectorii paralele.

2) Pentru miscarea de rotatie (sistemul cu o axa fixa) ﬂf" =Tc > = £
Un solid rigid are o miscare de rotatie, daca in timpul miscarii doua puncte ale
rigidului raman fixe in spatiul.
Pendulul Maxwell

K=—0nJJ_K=-—aJ_K =0J

https://www.youtube.com/watch?v= : \_,
8Ch9TDeW1FU \



1.3 Calculul energiei cinetice

1) Pentru miscarea de translatie, vitezele tuturor punctelor materiale fiind aceleasi,

egale cu viteza centrului de masa. Se scrie:
E=3
1

2) Pentru sistemul de puncte materiale in miscare de rotatie
1

-

3) Pentru sistemul de puncte materiale cu un punct fix (solidul cu un punct fix)

J.ar

E =

I DT I
E=-0 ) +-0J +-0.) - .0.0.-].00-] 00

2 | —

4) Pentru rigid in miscare generala

1

i 1, s
E=—Mvu+—-J.m
2 - 2 -



2. Teoreme generale ale dinamicii sistemelor de
puncte materiale

— Teorema impulsului

Derivata in raport cu timpul a impulsului
unui sistem de puncte materiale este egala cu

vectorul rezultant al fortelor exterioare.
* _SF
ar il

— Teorema centrului de masa

Centrul maselor unui sistem de puncte
materiale are aceeasi miscare ca a unui punct
material care are masa egald cu masa
intregului sistem si asupra caruia actioneaza o
forta egald cu vectorul rezultant al fortelor
exterioare.

M&-=SF

A

— Teoremele momentului cinetic

Momentul cinetic al unui sistem de puncte
materiale n raport cu un punct fix O este egal cu
suma dintre momentul cinetic al centrului de
masa, s1 momentul cinetic 1n miscarea relativa a
sistemului in raport cu centrul de masa.

K, =7« My, +K'

— Teoremele energiei cinetice si a
lucrului mecanic

Energia cineticd a unui sistem de puncte
materiale, este egala cu suma dintre energia
cinetica a centrului de masa si energia cinetica
in miscarea relativa a sistemului in raport cu
centrul de masa.

E:%_LI1§+E'
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